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1

Getallen

ZE zijn ons zo vertrouwd uit het dagelijks leven, dat we vaak
niet stilstaan bij de wonderbaarlijke eigenschappen van de
uitvinding die we getallen noemen. Binnen de wiskunde bestaat
een richting, getaltheorie, die zich uitsluitend met getallen en
hun eigenschappen bezighoudt. Een andere richting, algebra,
gebruikt de eigenschappen van getallen om talloze wiskundige
structuren te scheppen. Het vak analyse, waar dit boek over gaat,
bestudeert functies, en dan vooral het gedrag van functies als
we met getallen heel kleine (‘oneindig kleine’) stapjes nemen.
Functies zijn, losjes geformuleerd, voorschriften die bij een getal
een tweede getal aanwijzen. Vanaf hoofdstuk 3 komen functies
uitvoerig aan bod. In dit en het volgende hoofdstuk spelen
getallen de hoofdrol.

Een goed getalbegrip is noodzakelijk om de stellingen, aflei-
dingen en toepassingen van de analyse te kunnen volgen en
waarderen. Laten we eens kijken wat we zoal van getallen weten,
en van de vier elementaire bewerkingen op getallen: optellen,
aftrekken, vermenigvuldigen en delen.

1.1 Natuurlijke getallen

Het blijkt handig te zijn onderscheid te maken tussen verschil-
lende soorten getallen in diverse getalverzamelingen. Om te
beginnen de natuurlijke getallen, die we aanduiden met het
symbool IN:

N=1{0,1,2,3,4,5,...}

In sommige boeken of artikelen behoort 0 niet tot de verza-
meling IN, maar in dit boek wel. De verzameling natuurlijke
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getallen zonder nul geef ik aan met N*:
Nt ={1,234,5,...}

Welke eigenschappen heeft deze getallenverzameling? Merk
op dat IN gesloten is voor de optelling: als je twee willekeurige
natuurlijke getallen bij elkaar optelt krijg je weer een natuurlijk
getal, anders gezegd:

voor alle 4,b in IN geldt: a + b is een element van IN (1.1)

Voor de woorden “voor alle” kennen we het symbool V, het
woord ‘geldt” wordt vaak weggelaten. En € is een symbool voor
‘in’, of voor ’is een element van’. Dus (1.1) kun je schrijven als:

Va,beIN: a+belN (1.2)

Een uitdrukking waarin elementen bij elkaar worden opgeteld,
of het resultaat daarvan, heet een optelling of ook wel een som.
De elementen die je bij elkaar optelt heten termen. De volgorde
waarin je de termen van een optelling zet, maakt voor het resul-
taat niet uit: 3 + 5 is hetzelfde als 5 + 3, algemeen:

Va,beIN: a+b=b+a (1.3)
Deze eigenschap heet commutativiteit van de optelling.

Een uitdrukking waarin je elementen met elkaar vermenigvul-
digt, of het resultaat daarvan, heet een vermenigvuldiging of een
product. De elementen die je met elkaar vermenigvuldigt heten
factoren. Er zijn verschillende notaties voor de vermenigvuldi-
ging: onder andere met een X of met een punt:

3 x5
3-5
a-b
ab
Tussen letters onderling, en tussen factoren en haakjes, laat je

de punt vaak weg, zoals in ab of in 3(5 + 6). Tussen getallen
onderling kan dat natuurlijk niet.

Het woord som heeft, vooral
op scholen, ook de meer
algemene betekenis van
(reken)opgave.
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Net als de optelling is de vermenigvuldiging commutatief.
Dat wil zeggen dat de volgorde waarin je de factoren van een
vermenigvuldiging zet, voor het resultaat niet uitmaakt: 3 - 5 is
hetzelfde als 5 - 3. Dus

Va,b € N : ab = ba (1.4)

Verder geldt dat de verzameling IN gesloten is voor de vermenig-
vuldiging. Dus
Va,b e N: abe N (1.5)

Een andere eigenschap is associativiteit:
Va,b,ce N: (a+b)+c=a+ (b+c) (1.6)

en ook:
Va,b,c € N : (ab)c = a(bc) (1.7)

Associativiteit wil zeggen dat het niet uitmaakt of je eerst a en b
bij elkaar neemt (en dan bij het resultaat c), of dat je eerst b en c
bij elkaar neemt (en dat resultaat bij a).

N is weliswaar gesloten voor + en -, feit is dat de verzameling
IN niet gesloten is voor de aftrekking of het verschil: het resultaat
van 5 — 3 is een element van IN, maar het resultaat van 3 — 5 is
dat niet. Voor ’is geen element van’ gebruiken we het symbool ¢.
Dus5—-3 € IN,en3 -5 ¢ IN. Uit dit voorbeeld blijkt ook dat de
aftrekking niet commutatief is, immers 5 — 3 # 3 — 5.

Voor de deling of het quotiént gebruiken we soms het symbool +,
bijvoorbeeld 3 + 5, of een horizontale deelstreep als in % of een
schuine deelstreep als in 3/5.

IN is niet gesloten voor de deling, zo is 3 -5 ¢ IN. De deling is
ook niet commutatief, er geldt bijvoorbeeld: 13 # 3 = 1.
1.2 Gehele getallen

Uitbreiding van IN met negatieve getallen leidt tot de verzame-
ling van de gehele getallen. Deze verzameling geven we aan met

17
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het symbool Z:

Z=1{.,-3-2-10123...}
Z

De letter Z komt van het Duitse woord Zakhlen voor gehele getal- Figuur 1.1: De verzamelin-
len. Alle getallen uit IN zijn ook element van Z, zie figuur 1.1. gen N en Z

Als een getal a groter dan 0 is, zeggen we dat a positief is, en
schrijven a > 0. Als een getal a kleiner dan 0 is, noemen we dat
getal negatief, en schrijven a < 0.

In tabel 1.1 zie je een overzicht van het al of niet gesloten zijn
voor een bepaalde bewerking van de verzamelingen IN en Z.

Tabel 1.1: Gesloten of niet?

GESLOTEN? or- VERMENIG- AF- DELING
TELLING VULDIGING TREKKING (niet door nul)
IN ja ja nee nee
Z ja ja ja nee

Z. is niet alleen gesloten voor de optelling, maar ook voor de
aftrekking. En zowel IN als Z zijn gesloten voor de vermenig-
vuldiging, maar niet voor de deling. Het delen van twee gehele
getallen leidt tot een nieuwe soort: de rationale getallen, zie
paragraaf 1.4.

1.3 Even en oneven getallen

Vaak werk je met een gedeelte van IN of Z (of van een an-
dere getalverzameling). Een voorbeeld is de verzameling
van even getallen, die een deelverzameling vormen van Z:
Even = {...,—4,-2,0,2,4,...}. Wat formeler opgeschreven:

Even={n|n=2k ke Z} (1.8)

Het streepje | heeft in deze notatie de betekenis van met de Een wijze van noteren
als in (1.8) of (1.9) heet

eigenschap dat. Je moet de verzamelingennotatie in (1.8) dus lezen _ ,
verzamelingennotatie.

als: de verzameling die Even heet, bestaat uit alle getallen n met
de eigenschap dat n gelijk is aan 2k, waarbij k een element van Z
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is. Als je alleen maar positieve even getallen wilt, vervang je in
deze definitie Z door N'*.

Ook de oneven getallen kun je vastleggen met behulp van verza-
melingennotatie, bijvoorbeeld zo:

Oneven = {n |n=2k+1,ke Z} (1.9)

In plaats van 2k + 1 kun je (bijvoorbeeld) ook 2k — 1 gebruiken.

1.4 Rationale getallen

De verzameling rationale getallen (of breuken) bestaat uit alle De juiste term is rationaal.
. Een ander woord is rationeel,
getallen r die de volgende vorm hebben: dat redelijk betekent.
a .. ..
r = —, waarbij a en b gehele getallen zijn en b # 0

b/

Deze verzameling duiden we aan met het symbool Q. De verza-
meling bestaat uit breuken, de letter Q staat voor quotiént. Met
verzamelingennotatie schrijf je Q als volgt:

Q:{r|r:%,meta,b€Zenb7§0}

Dit betekent dat Q bestaat uit getallen als

1 -2 12 35
S, =2, 12=25, 035=—
3 57’ 17 9 =100

Alle getallen uit Z (en dus ook uit IN) zijn element van Q, zie < : >
figuur 1.2.

. . . .. . Figuur 1.2: De verzamelin-
Bijzonder is, dat we in het dagelijks leven twee essentieel ver- gen N, Z en Q
schillende notaties gebruiken voor breuken. Enerzijds gebruiken

l 1 . . .
we 5 of 1/2 en soms ook 1 2 voor een half, anderzijds gebruiken [ ¢ o schrijf ik deci-

we ook 0.5. We noteren de getallen van Q dus als gewone breuk, male breuken met een punt,
en niet met een komma. Dit
sluit aan bij het gebruik van
rekenmachines en online
hulpmiddelen, en voorkomt
decimale breuk kunt schrijven, en omgekeerd, of je elke decimale  dubbelzinnigheden bij
onder andere de notatie
van intervallen, zie ook
paragraaf 1.14.

meestal in de vorm %, en als breuk met een decimale punt.

Een vraag die zich opdringt is nu, of je alle gewone breuken als

breuk in de vorm § kunt schrijven.
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1.5 Van gewone breuk naar decimale

Breuken van de vorm 7 kun je, soms met enige moeite, als
decimale breuk schrijven. Er geldt % = 0.5, en % = 0.2. Twee
eindige decimale breuken.

Verder geldt bijvoorbeeld: % = 0.3333.... Deze laatste breuk is
repeterend, het aantal drieén is oneindig groot. Met een streep
boven het cijfer (of een groepje cijfers) kun je aangeven dat dat
cijfer (of dat groepje) repeteert:

$=103333...=03

Evenzo is:

0.456456 456 . .. = 0.456

Uit het volgende blijkt dat je elke breuk van de vorm % kunt

omzetten in een decimale breuk.

Voorbeeld 1.1. Schrijf % als decimale breuk.

Oplossing. Voer een staartdeling uit tot je een rest vindt die al
eerder is voorgekomen:

7 / 1.000000 \ 0.142857
0.7
30
28
20
14
60
56
40
35
50
49
1

De laatste rest is 1, dat was ook het getal waarmee de deling
begon, vanaf hier gaat het antwoord repeteren. Dus + = 0.142857.

A

DISME.
The Art of Tenths,

OR,
Decimall Arithmetike,

Teaching how to performe all Computations
whatsoever, by whole Numbers without
Fractions, by the foure Principles of

Ke: namely, Ad-

Invented by the excellent Mathematician,
Simon Stevin.

Published in English with some additions
by Robert Norton, Gent.

Imprinted at London by S. S. for Hugh
Astley, and are to be sold at his shop at
Saint Magnus corner. 1608,

Figuur 1.3: Voorblad van de
Engelse vertaling uit 1608
van het boek De Thiende
van Simon Stevin. Hij gaf
dit boek oorspronkelijk

uit in het Nederlands

en Frans in 1585 om het
gebruik van decimale
breuken (de thienden) te
bevorderen. Hij droeg het
boek onder anderen op aan
sterrenkijkers, landmeters,
wijnmeters, muntmeesters
en alle kooplieden. Het
zou nog twee eeuwen
duren voor het gebruik
van decimale breuken was
ingeburgerd.
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3.16 Polynomen

De algemene vorm van een polynoom (veelterm) van graad
n € N is:

p(x) = anx" + anflxnil + un—2x”72 + -+ apx +ap, an #0

Hierin zijn de coéfficiénten a; reéle getallen voor i = 0...n. Het
getal a,, heet de kopcoéfficient, en ay heet de constante term.

Definitie 3.17. De graad van een polynoom p(x) is de hoogste
macht van x die in de veelterm voorkomt. Notatie: gr(p). ]

Een paar voorbeelden van polynomen:

» elke constante functie # 0 is een polynoom van graad 0,
bijvoorbeeld f(x) = 3,

= elke lineaire functie is een polynoom van graad één, bijvoor-
beeld: f(x) =3x+1,

» elke kwadratische functie is een veelterm van graad twee,
zoals f(x) = 3x% +2x — 1.

Het nulpolynoom 0(x) is de veelterm waarvan alle coéfficiénten De graad van het nulpoly-
noom wordt ook wel als

0 zijn, dus 0(x) = 0. De graad van het nulpolynoom is niet o gedefinicerd, om te

gedefinieerd. voorkomen dat in stellingen
over polynomen het nulpo-

Een paar voorbeelden van veeltermen van hogere graad: lynoom een uitzondering
vormt.

= derdegraads, zoals f(x) = 3x> — x> +4x — 5
= vierdegraads, zoals g(x) = x* +2x — 1
» vijfdegraads, zoals h(x) = —2x° — 3x* + x> -7

a et cetera yU
1
De standaard derdegraadsfunctie is f(x) = x°. In figuur 3.14 zie

je zijn grafiek. ﬂo ! '

Elke derdegraadsfunctie heeft één, twee of drie nulpunten, in

Figuur 3.14: Grafiek van
flo) =

figuur 3.15 zie je drie mogelijke varianten.

Dat een derdegraadsfunctie altijd minstens één nulpunt heeft,
komt doordat voor heel grote positieve of negatieve waarden
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van x de waarde van de hoogste macht, in dit geval x3, gaat
overheersen.

Y v ¥

o) x 019(/'01

Neem als voorbeeld de functie f(x) = 3x3 — x? 4+ 4x — 5:

= voor heel grote positieve waarden van x zal de term 3x> gaan

overheersen, en f(x) heel grote positieve waarden aannemen

= voor heel grote negatieve waarden van x zorgt 3x> ervoor dat

ook f(x) heel grote negatieve waarden aanneemt

= gaande van links naar rechts op de x-as gaan de functiewaar-

den dus van negatief naar positief, ergens moet de x — as

gesneden worden: een nulpunt. Het is niet heel eenvoudig dit

precies te bewijzen, in hoofdstuk 5 introduceer ik begrippen
als limieten en continuiteit om hierover op een wat formelere
manier te kunnen praten.

Als een derdegraadsveelterm een negatieve kopcoéfficiént heeft

zijn de y-waarden juist positief voor zeer negatieve x, en de
y-waarden zijn negatief voor grote positieve x, zoals in figuur
3.16.

De standaard vierdegraadsfunctie heeft een grafiek die enigszins

lijkt op een parabool, zij het wat afgeplat bij de top, zie figuur
3.17.

De functie f(x) = x* heeft alleen een nulpunt bij x = 0. In het

Figuur 3.15: Drie derde-
graadsfuncties met drie,
twee of een nulpunt(en)

Figuur 3.16: Derdegraads-
functie met negatieve
kopcoéfficiént

Figuur 3.17: De grafiek van
fla) =
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algemeen kan een vierdegraadsfunctie vier of drie of twee of een
of geen nulpunten hebben, zie figuur 3.18.

- <
O = <
O » «
E‘
H%k:

Figuur 3.18: Vierdegraads-
functies hebben vier, drie,
twee, een, of geen nul-

ten hebben. In het algemeen geldt: punt(en)

Een vijfdegraadsfunctie kan een, twee, drie, vier of vijf nulpun-

= Een n-degraadspolynoom heeft ten hoogste n nulpunten.

= Als n oneven is, heeft een n-degraadspolynoom tenminste één
nulpunt, als n even is eventueel geen nulpunten.

Zie verder paragraaf 3.22 voor een beschouwing over de nulpun-
ten van veeltermen.

3.17 Rationale functies

Zoals er rationale getallen bestaan, zijn er ook rationale functies:
het quotiént van twee veeltermen. Een rationale functie heeft de

flx) = ff(’g n(x) # 0(x) (3.12)

vorm

waarbij t(x) en n(x) polynomen zijn, en n(x) niet het nulpoly-
noom is. Voorbeelden daarvan zijn:

x—3
. f(x)zzerl
2x
s =2
x2—x-1
= h) = s

Volgens 3.12 kan n(x) een constante zijn (ongelijk aan nul), in
dat geval krijg je een gewone veelterm, die ook wel een gehele
rationale functie heet. De gehele rationale functies vallen dus
samen met de veeltermen.
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Rationale functies zijn als zodanig interessant als de noemer niet
constant is, dus als de graad van de noemer ten minste 1 is. Er

is dan sprake van een gebroken rationale functie. In de praktijk Een gebroken rationale
functie wordt in schoolboe-

. . . . ken meestal gebroken functie
gebroken rationale functies meestal aangeduid met ‘rationale genoemd.

wordt met deze terminologie wat losjes omgegaan, en worden

functies’.

1
De standaard rationale functie is f(x) = 3 De grafiek daarvan

zie je in figuur 3.19.

yA Figuur 3.19: Grafiek van
1
y=x

Een dergelijke grafiek heet een hyperbool. De hyperbool bestaat
uit twee losse gedeelten: twee takken, een tak in het eerste kwa-
drant, en een in het derde kwadrant.

Voor grote positieve waarden van x gaan de functiewaarden naar
nul. Ook voor grote negatieve waarden is dat het geval. De x-as
is een asymptoot van de grafiek.

In de buurt van 0 gaan de functiewaarden naar +oo of naar —oco.
Ook de y-as is een asymptoot.

In het algemeen kunnen gebroken rationale functies een hori-
zontale asymptoot hebben, zoals de x-as in figuur 3.19, en een
of meer verticale asymptoten, zoals de y-as in figuur 3.19. Ze
kunnen in sommige gevallen een scheve asymptoot hebben. Zie
hoofdstuk 5 voor een uitgebreid onderzoek naar asymptoten.
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3.18 Staartdeling met polynomen

Zoals je, eventueel met behulp van een staartdeling, de breuk
1%—3 kunt schrijven als 242, zo kun je ook rationale functies in
verschillende vormen schrijven. En ook dat gaat met behulp
van een staartdeling. Je kunt immers zowel de teller #(x) als de

t(x)
(

noemer 7(x) van e opvatten als de breuk van twee getallen,

namelijk van de functiewaarden #(x) en n(x).

Voorbeeld 3.18. Pas een staartdeling toe op

2> +3x —4
=—F 2
f(x) X7
Oplossing. Merk op dat in de teller de term met x? ontbreekt.
Schrijf de teller daarom als volgt: 2x® + 0x% + 3x — 4. De staartde-

ling begint zo:
x-2 / 2x3 + 0x2 + 3x - 4\

Als eerste kijk je naar de term met de hoogste macht van x, dat
is 2x3. Om met x — 2 de term 2x° te maken, moet je met 2x?
vermenigvuldigen:

x-2 / 2x3 + 0x2 + 3x - 4 \ 2x?
2x3 - 4x?

Het product van 2x? en x — 2 is 2x> — 4x?, trek dit af van de teller
en haal de volgende term erbij:

x-2 / 2x3 + 0x%2 + 3x - 4 \ 2x?
2x3 - 4x?
4x2 + 3x

De term met de hoogste macht is nu 4x%. Vermenigvuldig x — 2
met 4x om 4x? te krijgen:

x-2 / 2x3 + 0x? + 3x - 4 \ 2x% + 4x

2x3 - 4x?
4x2 + 3x
4x% - 8x

Trek het product af van de teller:

115
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Limieten

HET begrip limiet vormt het fundament voor belangrijke tech-
nieken als differentiéren en integreren. Beide technieken kennen
eindeloos veel toepassingen, zowel binnen als buiten de wis-
kunde. Het is dan ook essentieel voor een goed begrip van de
analyse, het enigszins lastige concept limiet te bestuderen.

5.1 De linker- en rechterlimiet van een functie

Laten we beginnen met de tamelijk onschuldig uitziende ratio-
nale functie:

x?—1

x—1

flx) =

Er is maar één probleempje, de noemer is nul voor x = 1. Sterker

nog, voor x = 1 is de teller ook nul, en dit levert 8. De functie is
dus ongedefinieerd voor x = 1. Voor alle andere waarden van x
is er geen probleem.

De functie f(x) = 21 kun je ook schrijven als

x—1
-1 1
f(x):—(x )(x + >:x+1, x#1
x—1
Dit is een lineaire functie. De grafiek ervan zie je in figuur 5.1, x2—1

Figuur 5.1: f(x) = o

het is een rechte lijn met een 'gaatje’ bij x = 1. Zo'n gaatje heet grafiek met een perforatie

ook wel een perforatie.
Je kunt kijken hoe de functie zich gedraagt in de buurt van x = 1.
Tabel 5.1 bevat een paar functiewaarden rondom x = 1.

X 05 09 095 099 1 101 105 11 1.5 )
Tabel 5.1: f(x) = £=1
f(x) |15 19 195 1.99 201 205 21 25
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Als je je concentreert op de linkerhelft van deze tabel, zie je
daar en ook in figuur 5.1: bij toename van x van 0.5 naar 0.99,
neemt de functiewaarde toe van 1.5 naar 1.99. De functiewaarde
komt steeds dichter bij 2, overigens zonder de waarde 2 ooit te
bereiken. Voor dit verschijnsel hebben we een speciale naam: we
zeggen dat de linkerlimiet gelijk is aan 2. Het heet linkerlimiet
omdat x van de linkerkant naar 1 nadert. De notatie hiervoor is
heel compact:

lim f(x) =2 (5.1)

xT1
Merk op dat het pijltje van onder naar boven wijst. Deze com-
pacte uitdrukking in woorden luidt: de limiet van f(x), als x van
links naar 1 nadert, is gelijk aan 2. Of korter (en slordiger): de
linkerlimiet in x = 1 is 2.

Zowel notatie (5.1) als de slordige uitspraak kan verwarring op-
roepen: er staat niet dat x gelijk aan 1 is, of dat f(x) gelijk is aan
2. De bedoeling van de notatie is te zeggen dat de functiewaarde
willekeurig dicht bij 2 komt, als je de waarde van x vanaf de
linkerkant maar ver genoeg naar 1 schuift.

Wat voor de linkerkant van de tabel en de grafiek geldt, geldt
ook voor de rechterkant. Als x afneemt van 1.5 naar 1.01, neemt
de functiewaarde af van 2.5 naar 2.01. Ook deze waarden ko-
men steeds dichter bij 2. De benaming hiervoor is rechterlimiet,
omdat x van de rechterkant naar 1 nadert. De notatie voor de
rechterlimiet is:

lgrllf(X) =2 (5.2)

In dit geval wijst het pijltje van boven naar beneden. Je kunt
deze uitdrukking als volgt uitspreken: de limiet van f(x), als x
van rechts naar 1 nadert, is gelijk aan 2. Of ook: de rechterlimiet in
x=1is2.

De linker- en rechterlimiet zijn dus een middel om te onderzoe-
ken hoe een functie zich gedraagt in de buurt van een bepaald
punt, zelf als de functie eventueel niet in dat punt is gedefinieerd
(maar wel in de directe omgeving van dat punt).

Om ruimte in verticale
richting te besparen, komt
in gedrukte teksten ook de
notatie limy f(x) voor.

In veel Engelstalige litera-
tuur wordt de linkerlimiet
genoteerd met lim,_,;- f(x)
en de rechterlimiet met
lim,_,;+ f(x). Het min-
teken boven de 1 geeft
aan dat je van de nega-
tieve/linkerkant komt, het
plusteken dat je van de
positieve/rechterkant het
getal 1 nadert.
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Voorbeeld 5.1. Gegeven is de functie f(x) = xif, X #
2

NI—

Bepaal de linker- en rechterlimiet in x = %

—_

Oplossing. f(x) is niet gedefinieerd in x = 1, alsjex = 1
invult krijg je %. Als x, van links komend, naar % gaat, is de
functiewaarde steeds gelijk aan 1. Zie ook de tabel hieronder.
Daarom is limxT% f(x)=1.

x |0 02 04 049 05 051 06 08 2
fxl1 1 1 1 1 1 1 1

Iets dergelijks geldt als x van rechts naar J nadert.

Dus limxi% f(x) = 1. In figuur 5.2 zie je de grafiek van f, waarin
dit wordt bevestigd. A

In de hier gegeven voorbeelden zijn de linker- en rechterlimiet
steeds aan elkaar gelijk. Dat hoeft niet altijd het geval te zijn,
zoals te zien is in het volgende voorbeeld.

Voorbeeld 5.2. Gegeven is de volgende functie

f(x): %x—i—l voor x < 2

—(x—=1)(x—5) voorx >2
Onderzoek de linker- en rechterlimiet in x = 2.

Oplossing. Het onderzoeken van de linker- en rechterlimiet komt
neer op het beantwoorden van de vraag: hoe gedraagt de functie
zich als je van links naar x = 2 gaat, en hoe gedraagt hij zich als
je van rechts naar x = 2 gaat?

Het (laten) tekenen van een grafiek en het berekenen van een
aantal functiewaarden kunnen daarbij erg behulpzaam zijn. In
figuur 5.3 zie je, van links komend, de functiewaarden tot 2
naderen. Dus lim4, f(x) = 2. Het is zelfs zo dat f(2) = 2, ook al
is dat voor het bestaan van de limiet niet noodzakelijk, zoals je in
de vorige voorbeelden hebt kunnen zien.

Aan de andere kant, als x van rechts naar 2 nadert, naderen
de functiewaarden naar 3, dat wil zeggen dat lim, |, f(x) = 3,
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y

2

1

510
X
Figuur 5.2:

x—3 1
f)=—F, x#3
*—3

Tabel 5.2:
x—3 1
f(x)_ 1rx7é§
*—3

7101234\”

Figuur 5.3: de linkerlimiet
ligl f(x) en de rechterlimiet
X

lim f(x) zijn verschillend
x|2
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ondanks het feit dat f(2) = 2. Dus in dit geval zijn de linker- en
rechterlimiet niet aan elkaar gelijk. A

Voorbeeld 5.3. Onderzoek de linker- en rechterlimiet in x = 0

van

sin x
X

flx) =

Oplossing. Duidelijk is dat f(x) niet gedefinieerd is in 0, omdat

sin(0) 0
0) = = —
fo) =" = 2
Verder kun je opmerken dat f(x) een even functie is, er geldt
immers f(—x) = 51n£;x) = _ililx = f(x). Dat betekent dat

f(x) zich links en rechts van 0 op dezelfde manier gedraagt. Je
hoeft dus (bijvoorbeeld) alleen de rechterlimiet te onderzoeken.

Een grafiek en een tabel met functiewaarden zijn daarbij weer be-
sin x

hulpzaam. In de grafiek in figuur 5.4 is duidelijk dat lim, i 1

Onderstaande tabel met functiewaarden bevestigt dat.

X 1 0.5 0.1 0.01 0.001
f(x) | 0.841 0.959 0.998 0.99998 0.9999998

Het lijkt er dus op dat lim SIY iy S
x}]0 X xt0 X

uit een grafiek geen hard bewijs; zie paragraaf 5.18 voor een

= 1. Nu is aflezen

uitvoeriger bespreking van deze limiet. A

Voorbeeld 5.4. Onderzoek de rechterlimiet in x = 0 van

flx) = sin%

Oplossing. Probleem met de functie f(x) = sin1 is, dat 1

1

oneindig groot wordt als x | 0. En voor die grote waarden van

blijft sin% slingeren tussen —1 en +1.

In figuur 5.5 zie je de grafiek van f(x) rond x = 0. De slingerin-
gen komen steeds dichter bij elkaar, zodat het er uitziet als een
dikke zwarte brij. Hoe komt het dat de sinus in de buurt van 0

Tabel 5.3: f(x)

Y
1
, o‘ A
. sin x
Figuur 5.4: f(x) = .
__sinx

X
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Figuur 5.5: f(x) = sin%
dit gedrag vertoont? Bekijk eens de volgende rij getallen:

2 2 2 2 2 2
2" 3" 4’ 517 6’ T’
De noemer van deze getallen wordt steeds groter, dus de ge-
tallen zelf worden steeds kleiner en naderen tot 0. Als je deze
getallen achtereenvolgens in f(x) = sin 1 invult, krijg je:

sin 27”, sin 37”, sin 47”, sin 57", sin 67”, sin 77”,

Dit levert de volgende functiewaarden:

3 5 7

sin7t sinzzm sin27m singzmw sin3m singw
f(x) 0 -1 0 +1 0 -1
Dus hoe dicht je ook bij 0 komt, sin 1 blijft slingeren tussen —1
en +1.
o1 .
Conclusie: lim sin — bestaat niet. A
xJ0 X

5.2 De limiet in een punt

In de vorige paragraaf heb je voorbeelden van een linker- en
rechterlimiet in een punt gezien. Soms zijn de linker- en rechter-
limiet aan elkaar gelijk, zoals in de voorbeelden 5.1 en 5.3. Soms
zijn de linker- en rechterlimiet verschillend, zoals in voorbeeld
5.2. Soms bestaat zo'n limiet niet, zoals in voorbeeld 5.4.

In de eerste gevallen, als de linker- en rechterlimiet in een punt a
dezelfde waarde L hebben, kunnen we spreken van de limiet in
dat punt, en schrijven i‘ir}, f(x) = L (met een horizontaal pijltje).



formeel doen door de absolute waarde van de sinus te nemen:
27T
/ |sin x| dx
0

Voor [sin x| hebben we niet meteen een primitieve, maar op
[0,27] geldt:

. sinx als x € [0, 7]
|sinx| = i
—sinx als x € [rT,27]

Dus
27T T 27
/ |sinx|dx:/ sinxdx+/ (—sinx) dx
JO JO Jt

Uit voorbeeld 8.10 is de eerste integraal bekend: fon sinxdx = 2.
De tweede integraal is

27 27

/ (—sinx) dx:cosx‘ =cos2m—cosmt=1—(—-1)=2
7T T

Dus f02ﬂ|sin x|dx = 2 4 2 = 4. Dit antwoord is niet verwonderlijk
als je de grafiek van |sin x| in figuur 8.20 bekijkt.

Voorbeeld 8.11. Bereken de oppervlakte ingesloten door de
x-as en de grafiek van f(x) = (x —1)(x — 3) op het interval [0, 3],
zie figuur 8.21.

Oplossing. De nulpunten van f bevinden zich bij x = 1 en x = 3.
Voor het integreren is het makkelijker als je f(x) schrijft als

f(x) = x*> — 4x + 3. Je kunt de gevraagde oppervlakte berekenen
met

3 1 3
/\x2—4x+3|dx:/ x2—4x+3dx—|—/ —(x% —4x +3) dx
0 0 1

1 3
= (1x%® — 227 + 3x) ‘0— (3x% — 2x% + 3x) :
8
=(3-2+3)-(9-18+9-3) =3
A

8.9 De oppervlakte tussen twee grafieken

Een vraag die nauw samenhangt met de berekening van een
oppervlakte ingesloten door een grafiek en de x-as, is hoe je
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Figuur 8.20: De grafiek van
|sin x|

Figuur 8.21: De grafiek van

fx) = (x-1(x-3)
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de oppervlakte tussen twee grafieken berekent. In figuur 8.22
zie je daar een voorbeeld van: het lichtgrijze gebied A wordt
ingesloten door de grafieken van f en g. De snijpunten van f en
g bevinden zich bij x = a en x = b.

De oppervlakte van dit gebied kun je berekenen door eerst de
oppervlakte onder g op het interval [4, b] te bepalen, dus van het
donkergrijze gebied in figuur 8.23(a). Vervolgens trek je daar de
oppervlakte van het gearceerde gebied uit figuur 8.23(b) vanaf.

Y
8
f
@) a b\ ¥
(a) De oppervlakte onder g is (b) De oppervlakte onder f is
fub g(x)dx fubf(x) dx

De oppervlakte tussen f en g bereken je in dit geval dus met

A= [(sic— [ far= [(s - fax @6

Voorbeeld 8.12. Bereken de oppervlakte van het gebied
ingesloten door de grafieken van f(x) = x> — 6x + 9 en
g(x) = —x® +3x +2.

Oplossing. Het is verstandig eerst een tekening te maken om
goed zicht te hebben op de situatie. De grafieken van f en g uit
dit voorbeeld staan in figuur 8.22 (en 8.23). Het vinden van de
snijpunten van beide grafieken is essentieel. Uit f(x) = g(x)
volgt

o a b\~
Figuur 8.22: Het gebied A

ingesloten door de grafieken
van f en g

Figuur 8.23: De oppervlakte
tussen de grafieken bere-
ken je door jub g(x)dx en

fab f(x) dx van elkaar af te
trekken

P —6x+9=—-x*+3x4+2 <= 2x> - 9x+7=0 <= (x—-1)(2x—7) =0

De snijpunten bevinden zich bij x = 1 en bij x = 3%.
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De oppervlakte van het ingesloten deel is dus
3 0 23,92 o [
/1 g(x)—f(x)dx:/1 —2x°+9x —7dx = —§x° + 5x —7x‘1

Enig rekenwerk levert als antwoord 5% voor de oppervlakte. a

Het voorgaande voorbeeld is in zoverre ideaal, dat beide functies
positief zijn op interval [a, b]. Maar wat als dat niet het geval is,

zoals in figuur 8.24?

Je kunt, in gedachten, de grafieken van f en ¢ omhoog schuiven.  Figuur 8.24: Hoe bereken
Zoals je ziet is het minimum op het interval [4, b] gelijk aan —m.  je de oppervlakte tussen de
Als je beide grafieken over een afstand m omhoog schuift, zijn grafieken van f en g7
ze niet meer negatief op het interval [a, b]. De oppervlakte A

verandert door het schuiven niet. Het resultaat ziet eruit als in

figuur 8.25.
yA g1 Figuur 8.25: De oppervlakte
tussen de grafieken van
\ f1 en g1 bereken je met
b
A= [ &1(x) = filx) dx
f
ol P

De oppervlakte A kun je nu berekenen: A = [ ab 21(x) — f1(x) dx.
Wegens het schuiven over afstand m geldt: ¢1(x) = g(x) + m en

fi(x) = f(x) + m. Dus:
b b
A= [ @) = i dr= [ lg(x)+m] - [F(x) +m] dx
b
= [ 8x) = fx) ax 5
Formule (8.7) is hetzelfde als formule (8.6), het maakt dus niet
uit of de grafieken zich onder of boven de x-as bevinden, zolang

de ene functie, in dit geval g, maar groter is dan de andere op
het hele interval.

Als de functies elkaar op het interval afwisselen wat grootte
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betreft, zoals in figuur 8.26, dan splits je het interval in gedeelten
waarin f(x) > g(x), en in gedeelten waarin g(x) > f(x).

1. daar waar f(x) > g(x), bereken je de oppervlakte van het
gebied tussen de functies met | ab f(x) —g(x)dx

2. daar waar g(x) > f(x), bereken je de oppervlakte van het
gebied tussen de functies met [ ab g(x) — f(x)dx

Dus in het algemeen kun je volstaan met de absolute waarde
van het verschil tussen de twee functies, en geldt voor de totale
oppervlakte van het gebied A tussen de grafieken van twee
functies f en g op een interval [a, b]:

A= / |f(x) — g(x)|dx (8.8)

De oppervlakte van het gebied ingesloten door de x-as en de
grafiek van een functie f op een interval [a,]] is hier een speciaal
geval van. De x is heeft immers g(x) = 0 als vergelijking. Dit
invullen in (8.8) levert:

A= [l 59

In feite is deze formule toegepast in voorbeeld 8.11.

Voorbeeld 8.13. Bereken de oppervlakte van het gebieden inge-
sloten door de grafieken van f(x) =2eng(x) = —(x —1)(x — 4)
op het interval [0, 4].

Oplossing. Laat eerst een schets van de grafieken maken, zie fi-
guur 8.26. Op het interval [0,4] zijn f en ¢ om beurten groter en
kleiner. Het gaat er nu om de snijpunten van f en g te bepalen.
Uit —(x — 1)(x —4) = 2volgt x> —5x + 6 = 0, oftewel

(x —2)(x —3) =0, dus er is een snijpunt bij x = 2 en bij x = 3.
Het grijze gebied bestaat uit drie delen: op het interval [0,2], op
het interval [2,3] en op het interval [3,4]. Deze oppervlakten
bereken je met:

/Ozf(x)— dx+/ dx+/f (x) dx

<

2l f £
ol 1 AN

]

Figuur 8.26: Het gebied
ingesloten door de grafieken
van f en g op het interval
[0,4]
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binary digit, 8o
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boogsinus, 159
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van polynoom, 117
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df, 271
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partieel integreren, 320
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distributieve eigenschap,
27
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domein, 87
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driehoek van Pascal, 71
dubbele hoek, 146
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duiventilprincipe, 22
dx, 271
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e, 24, 57, 150

eenheidscirkel, 133
cosinus, 133
sinus, 133, 136
tangens, 135

eerstegraadsfunctie, 105

eigenschappen
absolute waarde, 41
afgeleide, 261
integraal, 301
logaritmen, 54
machten, 47
ongelijkheden, 36
van limy_,,, 184, 185
van limy 00, 202
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Elementen van Euclides,
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enkellogaritmisch papier,
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entier, 168
Euclides, 30
algoritme van, 30
Elementen, 30
even
functie, 139
getal, 18
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exp(x), 151
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expliciete formule (rij), 73
exponent, 44
exponentiéle functies, 149
extreme waarde, 248

f' 225
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factorstelling, 118

Fibonacci, 72
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formules
dubbele hoek, 146
goniometrische, 142
hoekensom en -verschil,
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functie, 87
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absolute waarde, 166
afgeleide, 221
argument, 87
beeld, 87
beeldverzameling, 87
begrensd, 287
bereik, 87
continu in een punt, 186

differentieerbaar, 228
even, 139
exponentié€le, 149
gebroken, 113
goniometrische, 129
identieke, 155
injectief, 160
integreerbaar, 287
inverse, 153
kwadratische, 89
lineaire, 105
negatief-exponentiéle,
150
oneven, 138
op, 88
periodieke, 137
product, 151
quotiént, 151
rationale, 113
samengestelde, 152
signum, 167
som, 151
stuksgewijs gedefinieerd,
167
surjectief, 88
transformatie, 169
translatie, 169
verschil, 151
functieonderzoek, 265
functiewaarde, 87
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gaatje, 175

gebroken functie, 113

gebroken rationale functie,
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geheel getal, 18

gehele coéfficiénten, 125

gehele rationale functie,
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gemiddelde snelheid, 304
geordend paar, 66
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voor vermenigvuldiging,
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getal, 15

binair, 8o

€, 24, 57, 150

even, 18

geheel, 18

irrationaal, 24

natuurlijk, 15

oneven, 19

T, 24

rationaal, 19

reéel, 26
getallenlijn, 37
getallenpaar, 65
getalverzamelingen, 15
gevalsonderscheiding, 44
ggd, 30
gonioformules, 142

hoekensom en -verschil,
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product naar som, 147

som naar product, 148
goniometrie, 129
goniometrische

functie, 129

waarden, 140
gr, 111
graad

van polynoom, 111
grafiek

transformatie, 169

verschuiven, 169

vervormen, 169
Griekse letters, 345
grondtal, 44

logaritme, 52

weglaten, 55
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helling
gemiddelde, 222
hellingfunctie, 221, 227
hellinggetal, 106
het kanon, 97
hoek
in radialen, 129
negatief, 131
hoekensom, 144
hoekensom en -verschil,
145
hoekmeetkunde, 129
hogeremachtswortel, 49
hoofdstelling
algebra, 331
integraalrekening, 290
horizontaal buigpunt, 251
horizontale asymptoot, 200
Horner, William George,
120
Hornerschema, 121
Huygens, Christiaan, 235
hyperbool, 114
asymptoot, 114
tak, 114
hypotenusa, 131

identieke functie, 155
impliciete formule (rij), 73
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index, 64
indirecte formule (rij), 73
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volledige, 67
inductie-onderstelling, 68
inductieveronderstelling,
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infinitesimaal, 235, 236
infinitesimaalrekening, 236

injectie, 160
integraal, 281
bepaalde, 306
bovengrens, 287
constante, 306
convergent, 337
divergent, 337
eigenschappen, 301
hoofdstelling, 290
onbepaalde, 306
ondergrens, 287
oneigenlijke, 335
substitutie, 309, 312
integraalteken, 287
integrand, 309
integratieconstante, 306
integreerbaar, 287, 288
integreerbare functie, 287,
288
integreren, 294
differentiaal, 319
partieel, 318
interval, 38
begrensd, 38
eindig, 38
gesloten, 38
half-gesloten, 38
half-open, 38
onbegrensd, 38
oneindig, 38
open, 38
schoolboek, 40
intervalnotatie, 39
inverse
x", 159
afgeleide, 255
optelling, 27
vermenigvuldiging, 27
inverse functie, 153
cosinus, 161
derdemachtswortel, 159
grafiek, 156
lineaire, 155
sinus, 159
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wortelfunctie, 158
inverse functiestelling, 255
irrationaal getal, 24
irreducibel, 332
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kanon, het, 97
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klokrekenen, 31

koorde, 222

kopcoéfficiént, 89, 111
negatieve, 112
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kwadraatafsplitsen, 93
bij algemene vorm, 96

kwadrant, 66
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110
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in een punt, 179
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oneigenlijk, 193
rechter, 175
limietdefinitie afgeleide,
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lineaire benadering, 273



lineaire functie, 105
linearisering, 272
lineariteitseigenschap, 302
linkerafgeleide, 230, 250
linkerlimiet, 175
linkeromgeving, 41
linkersom, 283
logaritme, 51
afgeleide, 259
eigenschappen, 54
grondtal, 52
natuurlijke, 57, 162
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57
papier, 164
primitieve, 322
rekenmachine, 52
logaritmepapier, 164
logaritmisch papier, 164

macht, 44
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afgeleide, 246
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som, 77

methode van Horner, 120

middensom, 285
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modulo, 31

monische polynoom, 89
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n boven k, 70
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natuurlijk getal, 15
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negatief-exponentiéle
functie, 150
neutraal element
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vermenigvuldiging, 27
Newton
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Newton, Isaac, 70
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notatie

afgeleide, 235
nulpolynoom, 111
nulpunt

parabool, 92

polynoom, 125
nulpuntenvorm, 9o, 101
nummering termen, 74

V, 41
OEIS, 72
of, 41
omgeving, 40
6-, 41, 181
€-, 41,181
onbegrensd interval, 38
onbepaalde integraal, 306
onder-entier, 168
ondergrens, 287
sigma-notatie, 64
substitutie, 314
oneigenlijke integraal, 335
soort 1, 336
soort 2, 339
oneigenlijke limiet, 193
oneindig interval, 38
oneven
functie, 138
getal, 18
onevenmachtswortel, 48
ongelijkheid, 36
absolute waarde, 42
op, 88
open interval, 38
oppervlakte
cirkel, 316
cirkelsector, 131
onder en boven de x-as,
296
radiaal, 131
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nulpunt, 92
partieel integreren, 318
differentiaal, 320
partieelbreuk, 328
partitie, 286
Pascal, Blaise, 71, 235
Pascal, driehoek, 71
perforatie, 175
periode, 137
periodieke functie, 137
pigeonhole-principe, 22
platte vlak, 65
polynoom
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constante term, 111
deler, 117
derdegraads, 111
gehele coéfficiénten, 125
graad, 111
graad twee, 89
kopcoéfficiént, 89, 111
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staartdeling, 115
synthetisch delen, 123
vierdegraads, 111
vijfdegraads, 111
positiestelsel, 79
primitieve, 291
Inx, 322
cyclometrische functie,
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tangens, 311
primitiveren, 292
product, 16

functie, 151
product naar som (gonio),

147

productregel, 233
puntsymmetrisch, 138

Q 19

quotiént, 17
functie, 151

quotiéntregel, 236

R, 26
ordening, 36
IR?, 66
rad, 129
radiaal, 129
booglengte, 130
oppervlakte, 131
ratio, 76
rationaal, 19
rationaal getal, 19
rationale functie, 113
asymptoot, 114
gebroken, 113
gehele, 113
rationale wortels, 125
rationeel, 19
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reéel getal, 26
rechterafgeleide, 230, 250
rechterlimiet, 175
rechteromgeving, 41
rechtersom, 283
rechthoekszijde, 131
rechtsdifferentieerbaar, 230
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repeterende breuk, 20
reststelling, 118
richtingscoéfficiént, 106
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scheve asymptoot, 204
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schoolboek
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schuine asymptoot, zie

scheve asymptoot

schuine zijde, 131
sec, 129
secans, 129
sgn x, 289
sigma-notatie, 64
sigma-teken, 64
signumfunctie, 167, 289
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sinus, 131

afgeleide, 243

eenheidscirkel, 133, 136
grafiek, 136
inverse, 159
snelheid
afgelegde weg, 302
som, 16
binair getal, 82
functie, 151
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som naar product (gonio),
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staartdeling, 20
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substitutie
bepaalde integraal, 314
bovengrens, 314
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surjectie, 88
surjectief, 88
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synthetisch delen, 123
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tan, 132
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asymptoot, 140
eenheidscirkel, 135
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notatie, 249
tekenschema, 248
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terugsubstitutie, 310, 315
Thiende, 20
top, 89
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transformatie, 169
transitiviteit, 37
translatie, 169
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trichotomie, 27, 37
tweede afgeleide, 251

tweedegraadsfunctie, 89
classificatie, 100
nulpuntenvorm, 101

tweedemachtswortel, 48
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vermenigvuldiging
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gesloten, 17
verschil, 17
functie, 151
verschilrij, 78
verschilverzameling, 40
verschuiven, 169
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vervormen, 169
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voor alle, 16

V2,24
Welmer, 281
WolframAlpha, 312
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rationale, 125
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